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Elsérendii logika — bevezetés

Az elsérendli logika szintaxisa
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Nulladrendu allitas

Az itéletlogikdban nem foglalkoztunk az éllitdsok mindésitésével és az
allitasok leirdsaval. Az allitas definicidja szerint az éllitdst egy kijelent6
mondattal ki lehet fejezni.

Ha a kijelenté mondat alanya valamely konkrét dolog, akkor az 4llitast
nulladrendii allitasnak hivjuk. Az ilyen allitasok formalis leirasara egy
relaciét (logikai fiiggvényt) definidlunk.
Példak

e FE(x) =1, ha x egész szdm

e P(z) =1, ha z primszdm

o L(z,y,z) =1i,ha z az x és az y legnagyobb kdzds osztdja

Az illitds konkrét egyedekkel behelyettesitett relacié. Pl.: E(9) vagy
L(9,6,3) dllitasok, de L(9,6,z) nem éllitas (paraméteres allitds).
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Elsorendu allitas

Ha a kijelenté mondat alanya egy halmaz, akkor az allitast
elsérendii allitasnak hivjuk.

Ilyenkor az allitds az Osszes elemre egyidejiileg fennallé
megallapitast/4ltaldnositdst vagy a halmaz bizonyos elemeire (nem
feltétlenil mindre) fenndllé megdllapitast/létezést fogalmaz meg.

Leirasukhoz a kvantorokat (V,3) hasznaljuk.

Példa

e VrE(x) azt jelenti, hogy a halmaz minden eleme egész szam.
e JxP(x) azt jelenti, hogy a halmazban van olyan elem, ami
primszam.
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Matematikai struktiura

Az 1800-as évek végén és az 1900-as évek elején a matematikai
struktirdk (halmazelmélet és az aritmetika — szamelmélet) logikai
vizsgdlatdhoz meg kellett teremteni mind a nulladrendii, mind az
els6rendii 4llitasok leirdsdra szolgald eszkozoket. Sziitkségessé valt
a matematikai struktirakat leiré nyelv definialasa.
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Matematikai struktiura

Definicio
A matematikai struktdra egy (U, R, M, K) halmaznégyes, ahol

e U: nem lres halmaz, a struktira értelmezési tartomanya
(amennyiben U egyfajtdju elemekbél all)

e R: az U-n értelmezett n-véltozds (n = 1,2,...,k) logikai
fliggvények (alaprelaciok) halmaza
e M: az U-n értelmezett n-valtozés (n = 1,2,...,k)

matematikai fliggvények (alapmiiveletek) halmaza
K: az U megjelolt elemeinek egy (esetleg iires) részhalmaza

A struktura szignatuaraja (v, o, v3 egészértékii fgv.egyiittes)
megadja az alapreldcidk és az alapmiiveletek aritdsat, valamint K
elemszamat.
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Matematikai struktiira leiré nyelve

Adott matematikai struktira leiré nyelv dbécéjének logikan kiviili
része all:

e az R halmazbeli alaprelacidék neveibdl
e az M halmazbeli alapmiiveletek neveibdl
e a K halmazbeli elemek neveibdl

Ezekkel a nevekkel mar lehet egyszerii (nulladrendii és
paraméteres) &llitdsokat leirni. Az R, M, K-beli nevek a leiré nyelv
logikan kiviili részét képezik.
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Matematikai struktiira leiré nyelve

Az Osszetett allitasok és az elsérendii allitasok leirdsara kibovitjiik
az 4bécét a logikai szimbdlumokkal (az dbécé logikai része):

e individuumvaltozék

e unér és binér logikai miveleti jelek =, A,V, D
e kvantorok V, 3

e elvdlasztdjelek () ,

Ez egyiitt egy adott matematikai struktira logikai leirdé nyelvének
az abécéje.
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Példa — elemi aritmetika !

(Ng; =; 5, +, *; 0) egyiittes, ahol

e ,y,.... individuumvatozok befutjdk a természetes szamok
halmazat (Nop-t)

=: az {(x, )} igazhalmazi alaprelacié neve
e s: az egyvaltozds rakovetkezés fliggvény neve

e + és x: rendre az 0sszeadas és a szorzas miuveletek nevei

0: a megjelolt univerzumelem neve (az az elem, amely nem
tartozik a rékovetkezés fiiggvény értékkészletébe)

1Tk.36-37.0.
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Példa — elemi aritmetika

A struktuara szignaturaja alatt az alapreldcidk és az
alapmiiveletek aritdsait, valamint a konstansok szdmat megadé
vy, Vo, V3 egész értékii fuggvényeket értjik.

Esetiinkben: v1(=) =2, va(s) =1, 1a(+) =2, 1a(x) =2, 13 =1

=1 s|+]|x*x|0

Felsorolassal megadva: s 112 21

Az elemi aritmetika leird nyelvének dbécéjében az Ny kezelésére a
valtozdk (z,v, ...) szolgdlnak (individuumvaltozék), az
{=,s,+,*;0} jelek a megfelel6 leképezések azonositéi. A leird
nyelv szignatlrdja ugyanaz, mint a struktdraé.
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Példa — elemi aritmetika

Az alaprelacidkkal (itt az = reldciéval) lehet allitdsokat leirni, pl.

2 =3, 5=5. De nem éllitds pl. y =5 vagy z = w (paraméteres
allitdsok). Egyéb ismert egyszerii 4llitdsokat pl. a kisebb egyenld
relaciét ezen a nyelven csak Osszetett allitas formajaban lehet
felirni (formalizélni). Ehhez a nyelv dbécéjét logikai résszel bévitjik
ki. Ezek:

e individuumvaltozék: z,y, ...
o logikai 0sszekotdjelek: —, A, V, D
e kvantorok: V,d

o elvalasztéjelek: (),
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Példa — aritmetika, geometria

Definidljuk (formalizaljuk) az aritmetika logikai leiré nyelvén a <
relaciot:

<y

T <y =geyr 2((x+2) =y)

Megjegyzés: Az aritmetika univerzuma egyfajtdji elemekbdl, a
természetes szamokbdl allt. Egy matematikai struktdra univerzuma
tobbfajtdju elemekbdl is dllhat. Példdul a térgeometridban pontok,
egyenesek és sikok alkotjak az értelmezési tartomanyt. Ekkor a
leird nyelv dbécéjében a fajtak elnevezésére is bevezetiink jeleket.
Esetiinkben ezek a nevek: p, e, s. fgy az értelmezési tartomany

Up U U, UUs lesz, a struktira pedig az (U, UU. U U, R, M, K)
egyluttes.
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Az els6rendii logika leir6 nyelve (L) —
kovetelmények

Olyan abécével kell hogy rendelkezzen, melynek a logikan kiviili
szimbdlumai és azok szignatlradja paraméterezéssel barmely adott
matematikai struktira szignatidrajaval megfeleltetheté kell legyen,
és ennélfogva a szimbdlumok lehessenek a struktdra relacidinak,
miiveleteinek és megjelolt elemeinek a nevei. Mds széval a nyelv
alkalmas kell, hogy legyen tetszbleges szignatlraji matematikai
struktirdk leirdsara.
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Egyfajtaju strukturakat leiré nyelvek

Egyféle elembdl all6 U esetén az (U, R, M, K) struktdra leiré
nyelv logikan kiviili része lehet a kovetkezo.

Az L nyelv dbécéje: (Pr, F'n,Cnst), szignaturaja: (v1,v2,v3).

o Pr: predikdatumszimbdlumok halamaza
vi: P € Pr-re megadja P aritdsét (k)

o Fn: fuggvényszimbdlumok halamaza
vo: f € Fn-re megadja f aritasét (k)

e (Cnst: konstansszimbdlumok halamaza
v3: megadja a konstansok szdmat
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Tobbfajtaju strukturakat leiré nyelvek

Tobbféle elembdl allé U esetén az (U, R, M, K) struktdra leird
nyelv logikan kiviili része lehet a kovetkezo.

Az L nyelv dbécéje: (Srt, Pr, F'n,Cnst), szignaturdja: (v1,12,13).

e Srt: nemires halmaz, melynek 7; elemei fajtdkat
szimbolizdlnak

e Pr: predikdtumszimbdélumok halamaza
vi: P € Pr-re megadja P aritasat (k), és hogy milyen
fajtdjuak az egyes argumentumok (7, o, ..., Tk)

o F'n: figgvényszimbdlumok halamaza
vo: f € Fn-re megadja f aritdsat (k), és hogy milyen
fajtdjuak az egyes argumentumok, valamint a fliggvény értéke
(71,2, .., Th; T F)

e (Cnst: konstansszimbélumok halamaza
v3: megadja minden fajtahoz a konstansok szamat.
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nyelv — logikai rész

kiilonboz6 fajtajd individuumvaltozék (minden fajtdhoz
megszamldlhatéan végtelen sok): x,y, yg, . . .

unér és binér logikai miiveleti jelek: -, A, V,D
kvantorok: V, 3

elvlasztdjelek: (),

Az L nyelv dbécéjére V[V, ]-vel hivatkozunk, ahol V,, adja meg a
(v1,v9,v3) szignatirdju (Srt, Pr, Fn,Cnst) halmaznégyest.
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Elsorendii logika — bevezetés

Az elsérend(i logika szintaxisa
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A nyelv kifejezései

A nyelv kifejezései informalisan:
e termek: a matematikai leképezéseket szimbolizaljak

e formuldk: a logikai leképezéseket szimbolizaljak
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Az elsérendii logika szintaxisa ° — term 1.

Egyfajtaja eset.

Termek — L4(V),)

@ (alaplépés) Minden individuumvaltozé és konstans szimbdlum
term.

@ (rekurziv 1épés) Ha az f € F'n k-valtozés fliggvényszimbdlum
és t1,ta, ..., t termek, akkor f(t1,to,...,tx) is term.

© Minden term az 1, 2 szabdlyok véges sokszori alkalmazasaval
all elé. )

*Tk.112.0.
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Az elsOrendii logika szintaxisa — formula I.

Egyfajtaju eset.
Formuldk — L¢(V,)

@ (alaplépés) Ha a P € Pr k-valtozés predikatumszimbdlum és
t1,ta, ..., t; termek, akkor P(t1,to,...,t;) formula (atomi
formula).

@ (rekurziv [épés)

e Ha A formula, akkor —A is az.
e Ha A és B formuldk, akkor (A o B) is formula, ahol o a hdrom
binér mivelet barmelyike.

©® Ha A formula, akkor Vz A és Iz A is az.
O Minden formula az 1, 2, 3 szabalyok véges sokszori
alkalmazasaval all eld.
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Az elsorendii logika szintaxisa — term II.

Tobbfajtaji eset.
Termek — £4(V})

@ (alaplépés) Minden m € Srt fajtajd individuumvaltozd és
konstans szimbdlum 7 fajtajd term.

@ (rekurziv 1épés) Ha az f € F'n (w1, ma, ..., mp;7p) fajtaji
fuggvényszimbdlum és tq,to, ..., rendre my, mo, ..., T
fajtaju termek, akkor f(t1,t2,...,t;) 7s fajtaju term.

© Minden term az 1, 2 szabdlyok véges sokszori alkalmazasaval
all elo.

21/33



Az elsorendi logika szintaxisa — formula 1I.

Tobbfajtaju eset.

Formuldk — L¢(V,)
@ (alaplépés) Ha a P € Pr (my,m2, ..., ) fajtaja

predikdtumszimbdlum és t1,to, ..., t; rendre my, m, ..., Tk
fajtaja termek, akkor P(t1,ts,...,tx) formula (atomi
formula).

@ (rekurziv 1épés)
e Ha A formula, akkor —A is az.
e Ha A és B formulak, akkor (A o B) is formula, ahol o a hdrom
binér miivelet barmelyike.
©® Ha A formula, akkor Vx A és dx A is az.
® Minden formula az 1, 2, 3 szabdlyok véges sokszori
alkalmazasaval all elo.

Elsérendii logikai nyelv: L(V,) = Li(V,,) U L#(V,).
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Formulaelnevezések

e —A negdcids

A N B konjukcids

AV B diszjunkcids

e A D B implikacids

e Yx A univerzdlisan kvantalt

e dr A egzisztencialisan kvantdlt

A VxAés x A formuldk esetén az A formula a kvantalt formula
torzse - matrixa.

23/33



Elsorendii formulakhoz kapcsolédo fogalmak

Vezessiik be a V, 3, =, A, V, D prioritdsi sorrendet, ekkor az
itéletlogikahoz hasonldan definialjuk:

a zardjelelhagyasokat

a miuveletek és a kvantorok hataskorét

e a komponens és primkomponens fogalmakat

egy formula f6 miiveleti jelét

Az itéletlogikdban minden formulat fel lehet irni a primformuldk
(azaz itéletvaltozdk) és a miiveletek segitségével. Az elsérendii
nyelvben is vannak ilyen formuldk. Primformulak? az elsérend
nyelvben az atomi formuldk és a kvantalt formulak.

“Tk.113.0.
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Kozvetlen részterm és részformula

Kozvetlen részterm
® Konstansnak és individuumvaltozénak nincs kozvetlen
résztermje.
® Az f(t1,ta,...,t) term kozvetlen résztermjei a t1,to,. .., t
termek.

Kozvetlen részformula
@ Egy atomi formuldnak nincs kozvetlen részformulaja.
® —A kozvetlen részformuldja az A formula.
© Az (Ao B) kozvetlen részformuldi az A (baloldali) és a B
(jobboldali) formulak.
O A QzA (Q € {V,3}) kozvetlen részformuldja az A formula.

4
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Primkomponensek

Egy formuldban egy logikai miivelet hatdskorében 1évo
részformuld(ka)t komponens formulaknak nevezziik.

@ Egy atomi formuldnak nincs kozvetlen komponense
(primformula).

® —A kozvetlen komponense az A formula.

©® Az (Ao B) kozvetlen komponensei az A és a B formuldk.

O A QrA (Q €{V,3}) formuldnak nincs kozvetlen komponense
(primformula).

Megjegyzés: primkomponensnek nevezziik azokat a
primformuldkat, amelyekbdl a formula kizarélag a =, A, V, D
miiveletek segitségével éplil fel.

Ennek megfeleléen a primformulak:
@ Egy atomi formula primformula.
® Egy QxA formula primformula.

26/33



Szerkezeti fik 3

Term szerkezeti faja.

Egy t term szerkezeti faja egy olyan véges fa, melyre teljesil, hogy

e a gyokeréhez a t term van rendelve,

e ha valamelyik csiicsdhoz egy t’ term van rendelve, akkor az
adott csics gyerekeihez a t' term kozvetlen résztermjei vannak
rendelve,

o leveleihez individuumvaltozék vagy konstansok vannak
rendelve.

3Tk. 116-118.0.
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Szerkezeti fak

Formula szerkezeti faja.

Egy F' formula szerkezeti egy olyan véges fa, melyre teljesiil, hogy

e a gyokeréhez az F' formula van rendelve,

e ha valamelyik csicsdhoz egy F’ formula van rendelve, akkor
az adott cstics gyerekeihez az F’ formula kdzvetlen
részformuldi vannak rendelve,

e leveleihez atomi formuldk vannak rendelve.
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Logikai Osszetettség

Egy A formula logikai Gsszetettsége: ((A)

Szerkezeti rekurzid szerinti definicié (Tk.5.1.15)

® Ha A atomi formula, akkor ¢(A) =0
@ ((—A)=((A)+1

© ((AoB)=/(¢(A)+{(B)+1

0 ((QrA)=((A)+1
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Szabad és kotott valtozdok elsorendu formulakban

Egy formulaban egy = valtozé egy eléfordulasa
e szabad, ha nem esik x-re vonatkozd kvantor hataskorébe
e kotott, ha z-re vonatkozd kvantor hatdskorébe esik

Egy = valtozé egy formulaban
e kotott valtozd, ha x minden el6forduldsa kotott
e szabad valtozd, ha = minden el6forduldsa szabad
e vegyes valtozd, ha z-nek van szabad és kotott eloforduldsa is

Megjegyzés: Ha egy formuldban egy véltozé kotott, akkor
atnevezve ezt a valtozét a formuldban elé nem forduld
valtozdnévvel a formula ekvivalens marad az eredetivel. Ily médon
minden formula atirhaté valtozdatnevezésekkel vegyes valtozét mar
nem tartalmazé formulava.
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A formula: Yz P(x) D FyQ(w,y) V P(v) D Vz2Q(w, 2)

A primkomponensek: Yz P(z), JyQ(w,y), P(v), V2Q(w, z)

A szabad individuumvaltozdk: v, w
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Formulak szintaktikus tulajdonsagai

Zartsag
e Egy formula zart, ha minden véaltozéja kotott.
e Egy formula nyitott, ha legalabb egy individuumvaltozénak
van legaldbb egy szabad el6fordulasa.
e Egy formula kvantormentes, ha nem tartalmaz kvantort.

1. rendi allitasokat szimbolizdlnak az £ nyelven a zart formuldk
vagy mondatok.
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Alapkifejezés, alapatom, alapterm, ...

Alapkifejezés

Alapkifejezés a valtoz6t nem tartalmazé L kifejezés (alapformula,
alapterm). Ezeket alappéldanyoknak is nevezik. Az atomi formuldk
alappélddnyait két csoportba soroljuk:
® Egy atomi formula alapatom, ha argumentumai konstans
szimbdlumok vagy egy megadott univerzum elemei (pl. P(c))
® Egy atomi formuldt az atomi formula alappéldanyanak
nevezziik, ha argumentumai alaptermek (pl. Q(f(a,b),a))

Megjegyzés: Egy atomi formulat (nem alappéldany) egyébként
paraméteres allitdsnak is neveznek.
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